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A Budapesti Corvinus Egyetem rovid életii Okonometria Csoportjanak vezetdjeként Hunyadi
Laci fontosnak tartotta, hogy a tanitason tul is foglalkozzunk 6konometria problémakkal, és
ezekrdl beszEljlink is egymas kozott. A cél az volt, hogy egymast jobban megismertessiik
érdekes alkalmazéasokkal, bonyololtabb modellekkel, €s az egyébként altalunk viszonylag
gyakran hasznalt moédszerek mélyebb hatterével. Ez a miihelymunka valoban elindult, bar a
hétkdznapok viharai és az Okonometria Csoportnak és oktatdinak a jovéje koriili
bizonytalansdg miatt nem futott fel teljesen. De nem adtuk fel a terveinket. Ez az iras is ezt
akarja bizonyitani: egy olyan kérdést boncolgat, amelyet Laci tobbszor felvetett, am rendesen
sosem besz¢ltiink végig.

A kérdés a kovetkezd. A kétfokozata legkisebb négyzetek mddszere tobb instrumentum
esetén az endogén magyarazo valtozoknak az egzogén magyardzo valtozokra
(instrumentumokra) valo linearis projekcidjat hasznalja a becsléshez. Ez4ltal a tal sok
instrumentumbdl azok egyféle linearis kombinaciojaval hoz 1étre éppen elegendd szamu
instrumentumot. De vajon mi a megfontolas pont e linedris kombinacié mogott? Optimalis
megoldés-e ez, és ha igen, milyen értelemben, és milyen feltételek mellett? Es végiil,
elképzelhetd-e olyan szituacid, amikor van a 2SLS-nél jobb megoldas?

Tekintsiink egy fliggetlen azonos eloszasu (iid) mintat és rajta egy kétvaltozos linearis
modellt, ahol a egyetlen magyaraz6 valtozo van, amely endogén:

Vi =B+ Bix; +u,
E(ul) =0
Cov(ul.,xl.);tO

Az elemzés soran végig feltessziik, hogy a modell korrektiil specifikalt, vagyis a linearis
fiiggvényforma a megfeleld, és x hatdsa y-ra minden egyes i esetén f; .

x endogenitasa miatt 5; OLS becslése inkonzisztens:

IBI OLSEZ(y[_)_})(X[_)_C)
- Z(xl.—)_c)
A _Cov(yi,xi)_Cov(ﬂ0+ﬂ1x,.+ui,xi)
th,BLOLS = V(xi) = V(xi)




Ha talalunk megfeleld instrumentumot, B; konzisztensen becsiilhetd. Megfeleld (érvényes)
instrumentum korreldlatlan a nem megfigyelt komponenssel és korrelalt az endogén
magyarazo valtozoval:

Cov(z[,ui):0
Cov(zi,xi);tO

Ezeket az instrumentum momentumfeltételeinek nevezziik. Az els6 momentumfeltétel azt
koti ki, hogy egy érvényes instrumentum nem korreldlhat a nem megfigyelhetd
heterogenitdssal; a masodik azt, hogy a megfigyelheté magyardzo6 valtozdval viszont
korrelalnia kell. E két feltétel eredményeként az instrumentum kozvetleniil nem, a megfigyelt
magyardzo valtozon keresztiil viszont hat az eredményvaltozéra. Az instrumentalis
identifikacid, és az arra épiil6 instrumentélis becsléfiiggvény ezt hasznalja ki: z és y
megfigyelt egyiittmozgasa két hatas ereddje: z hatasa x-re, és x hatasa y-ra (z kdzvetleniil nem
hat y-ra). Ha a megfigyelt z és y egyiittmozgasbodl “kisziirjiik” z hatdsat x-re, megkapjuk x
hatasat y-ra, vagyis f; —et.

Az instrumentalis valtozo6 (IV) becsléfiiggvény:

ﬂl_[V =

,BA’L v konzisztens becsléfliggvénye B; —nek:

A Cov(y,,z;)  Cov(py+ fx, +u,,z,)
1 — L LA i i i
pimpy Cov(x;,z,) Cov(x;,z)
_ BCov(x,,z) .\ Cov(u;, z,)

Cov(x,,z,) Cov(xl.,zl.)

:/81

Ha olyan szerencsés helyzetben vagyunk, hogy nemcsak egy, hanem tobb érvényes
instrumentumunk is van, a b0ség zavara vet fel egy Gjabb problémat. Ha a modell korrektiil
specifikalt, barmelyik felhasznaldsaval konzisztensen becstilhetjiik B; -et. Kombinaldsuk
azonban hatdsosabb becsléfiiggvényhez vezethet: tobb instrumentum tobb informaciot
tartalmazhat, mint egy. Ha mindegyik instrumentum korrelalatlan u-val, ugy barmilyen
linedris kombinacidjuk is korrelatlan:

Cov(zll.,ui) = Cov(zzi,ui) =.= Cov(ZLi,ul.) =0

L L
= Cov Kz ﬂ,zlij,ui} = Zﬂ,,Cov(zﬁ,ui) =0
=1

I=1 =
A kétfokozatu legkisebb négyzetek modszere (2SLS) a kovetkezd kombinaciot alkalmazza:
X, =Py P2+ PaZn et P20

ahol a 7 paraméterek az OLS becslések abban a linearis regresszidban, melynek
eredményvaltozoja az x, magyarazé valtozoi pedig a z-k. A 2SLS ekkor



2 (3-7)(x =)
* —k 2 :
2 (¥ -¥)
A kérdés az, hogy van-e olyan linearis kombinacid, amelynek kisebb (aszimptotikus)

variancidja van, mint a tobbinek, és ha igen, ezt hogyan hatdrozhatjuk meg - és hogy vajon a
2SLS ilyen becslofiiggvény-e.

ﬂLzsLS =

A Momentumok Altalanositott Modszere (GMM) keretében valaszt kaphatunk ezekre a
kérdésekre. A kiindulopontot az érvényes instrumentum momentumfeltételei jelentik. Legyen

X, = (1 X, )' a modell magyarazo valtozoinak (esetiinkben a konstans €s az egyetlen x) a
vektora; p=(B, p,)" abecsiilend6 paraméterek vektora, és z, =(1 z, .. z,) az

instrumentumok vektora. x; és p 2x1-es, z; pedig (L+1)x1-es oszlopvektor (L instrumentum
¢s a konstans).

Késobb hasznalando referenciaként jegyezziik meg, hogy p 2SLS becsldfiiggvénye e
jelolések alapjan a kovetkezo:

~ B N N
Posis :(” lzxixi ) (n lzxiyi)'
A tovabbiakban végig feltessziik, hogy E (z X, ') rangja 2 (ez a megfeleldje az érvényes

instrumentumok masodik momentumfeltételének, vagyis az x-szel valo korrelaltsagnak). A
kiindulé6 momentumfeltételeket ekkor a kovetkezd egyenletrendszer foglalja dssze:

E(z[u[)zE[z[(yl.—x['B)]z().

B GMM becslofliggvénye az analogia elvén alapul: a varhato értéket annak mintabeli
megfeleldjével, a mintaatlaggal helyettesiti:

lZziui =lZzi (vi—x,'B)=S,, —S.B—> E(zu,) in prob.
n n

1
Szy = ;Ziziyi
_1 \
Szx = n Zizixi

Minthogy véges mintdban nulla valdsziniiséggel lesz mindegyik mintadtlag pontosan nulla
még ha a varhato értékek mind nullék is, a GMM azt a paramétert keresi, amely mellett a
momentumfeltételbdl képzett kvadratikus forma a legkdzelebb van nullahoz:

ﬁGMM = arg;nin(szy - SZXB)'A71 (Szy - Ssz)

=(S.'A"s,) (5, 'A7'S,)



ahol a mésodik egyenldségnél az optimum elsdrendii feltételét irtuk le (kihasznéljuk hogy a
kvadratikus forma konvex, s6t 1 valoszinlis€ggel szigortian konvex, igy az elsérendi feltétel
elégséges). S,y a mintabeli négyzetdsszeg (osztva a mintaclemszammal), amely egy (L+1)x1
dimenzioju oszlopvektor; S, pedig ezzel analég matrix, dimenzidja (L+1)x2. A barmilyen
olyan (L+1)x(L+1) dimenzidju valdszintiségi matrix lehet, amely valoszinliségben
valamilyen pozitiv definit matrixhoz konvergal:

plimA =Y poz.def.

Bowy =(S.'A7S,) (5,'A7'S,)
=(5,'A™S.) (S, 'A[S.B+S.])
=p+(S.'A7S,) (5,'A7S,)

Szu = l 4Ziui
n 1
plimpy, =B+ E(zx) ¥ E(2x)] [E(2x)¥"E(zu) ]| =B
Az utolsé sorban azt hasznaljuk ki, hogy plimS,, = E(zu,)=0,hogy B,,, ennek folytonos

fiiggvénye és igy alkalmazhat6 a Slutsky-tétel', valamint hogy az A matrix valdsziniiségi
hataranak (W) 1étezik az inverze.”

Az A matrixtol fliggen végtelen sok GMM becslofiiggvény 1étezik, és mindegyik
konzisztens. Ez annak az ujrafogalmazasa, hogy érvényes instrumentumok barmilyen lineéris
kombinacidjaval készithetd konzisztens becslofliggvény: a kombinacidhoz hasznalt sulyok
matrixa nem mas, mint A2

A GMM becslofliggvény szimptotikusan normalis:

n (Bow —B)iN(o,A)
A=AQA'
A= I:E(Z[Xi)"PflE(Z[Xi):Iil E(zx,)Y"

i

Q=V(zu,)= E(Ziufzi ') = E(ufzizi ')
A legkisebb aszimptotikus varianciat az a GMM becsléfliggvény adja, amelyben

A

Q
Q= E(u,zz,z, ')

1 1

plimQ =

" A Slutsky-tétel azt mondja ki, hogy ha plim& = gz, akkor barmely £ folytonos fiiggvényre

plim (&)= 1 (u).
? Elvileg nem kell, hogy az inverz véges mintaban is létezzen, csak olyankor altaldnositott inverzt (Moore-

Penrose) kell hasznalni. A 1ényeg megértéséhez ettdl a finomsagtol nyugodtan eltekinthetiink, és feltehetjiik,
hogy A maga is pozitiv definit.



Ezt a becslofiiggvényt Optimalis GMM-nek (OGMM) nevezik:

ﬁOGMM = (Szx 'Qilszx )71 (Szx 'ﬁilSzy )

Kicsit pongyolén fogalmazva, az optimalis sulymatrix az instrumentumok (z) és a nem
megfigyelt heterogenitds (u) szorzata “szérasanak” (a covarianciamatrix 2 hatvanyéanak) az
inverze. Az intuici6 gyakorlatilag ugyanaz, mint az altalanositott legkisebb négyzetek
modszerénél (GLS): a legjobb linearis kombinacid az, ahol az egyes instrumentumok annal
kisebb sulyt kapnak, minél zajosabbak (minél inkédbb szorodnak véges mintdban a 0
momentumfeltétel koriil). A minimalis aszimptotikus variancia bizonyitast itt nem vezetjiik
le;* 1ényegében ugyanarra a kaptafira megy, mint a minimalis variancéju becsléfiiggvények
bizonyitasai altalaban (Gauss-Markov tétel).

Kérdés marad az, hogy pontosan mi is Q, amelyrdl eddig annyit tudunk, hogy
konzisztensnek kell lennie Q-ra. Egyszer(i valaszt ad erre az analdgia elve:

Q :lz&lezi '
n
ami kétlépcsés OGMM becslési eljarast jelent: elsé 1épcsében megfelelden kell u*—kat
becsiilniink Q*—hoz, majd masodik IépcsOben e (Q-ra konzisztensen) becsiilt Q*
felhasznalasaval kapjuk meg az OGMM becslofiiggveényt. Ez megint a GLS modszerrel
analog, illetve annak megvalosithato valtozataval (FGLS). Minden ilyen becsléfiiggvény
konzisztens lesz Q-ra, ha olyan #, = y, — X, 'ﬁ valtozok szerepelnek benne, ahol ﬁ

konzisztens becslofiiggvénye B-nak. Tudjuk, hogy a rendelkezésre allo z valtozok barmilyen
linearis kombinécidjaval konzisztens instrumentalis becslofiiggvény készithetd, vagy
masképpen fogalmazva, barmely pozitiv definit A matrix konzisztens GMM
becslbfiiggvényhez vezet. Igy barmelyiket hasznaljatjuk az els6 1épcsSben, de praktikus
szempontbdl az legegyszeriibb, ha az elsé 1épcsdben A=I (az (L+1)x(L+1) dimenzidja
egységmatrix).

A kérdés az, hogy van-e ehhez az optimalis GMM-hez barmi koze a 2SLS-nek. A valasz:
igen, bizonyos feltételek mellett. Tegylik fel, hogy u homoszkedasztikus z-re kondicionalva,

vagyis V(ui|zi) = V(u), és ezért

E(u.zz.z. ') = E(u.Z)E(Z[Z[ ') = O'2E(Z[Zl. ') .

1 1 1

Ebben az esetben € konzisztens becslofiiggvénye a kovetkezo:
a l ~2 l ' A2
Qhom :_zui _Zzizi =0 Szz
n n

Elvileg ez is kétlépcsOs eljarast tenne sziikségessé akarcsak az OGMM altalanos esetében, am
egy szerencsés “véletlen” ettdl megdv minket: minthogy a rezidudlis variancia (illetve annak

3 Formalis bizonyitast lasd példaul Wooldridge (2002), 8.3. fejezet.



reciproka) a becslofiiggvénynek mind a “nevezdjében”, mind a “szamlalojaban™ szerepel,
egyszeriien kiesik:

ﬁOGMthom:(S 'QhomSzr) (S 'QhomSzv) |:Szx'(6-2Szz)lSzx:|_] |:Szx'(6-2Szz)1 Szy]

—(s.08.7s, ) (sLss,)

Kozben sz€ép csendesen elérkeztiink a gondolatmenet végéhez. Ez a becsléfliggvény ugyanis
nem mas mint a 2SLS:

<n‘2xi‘x*)< Sxy)=[n" Y1) (i) ] [ () 5]

[ Y122 7] [ e ] = [ S (S8, 22 (s25.)] [ T (525, ) 2]
=[n"'Ys. 'S“zz'Sz;Szx} (775,82, |

=[sst (ntYae )5, | [8.52 (e | = (S 08288208 (5,828,
=(s.

'Szzlszr) ( 'SzzlSzy) I}OGMthom

BZSLS

ahol a masodik sorban kihasznaltuk, hogy definicié szerinty =7,,, =S.'S.. . N

zz zXx

A 2SLS tehat pontosan megegeyzik az Optimalis GMM-mel ha a nem megfigyelt
heterogenitds az instrumentumokra kondicionaltan homoszkedasztikus. Vagyis ebben az
esetben 2SLS az a linedris kombindcidja az instrumentumoknak, amelyika legkisebb
aszipmtotikus variancidju becslést biztositja. Magyarul: a legjobb. Amennyiben a nem
megfigyelt heterogenitas heteroszkedasztikus, akkor viszont nem az.

De vajon praktikus szempontbol Iényeges-e az OGMM ¢és a 2SLS kozotti kiilonbség
heteroszkedsztikus esetben? Ezt a kérdés két dolog is motivalja. Egyrészt az OGMM
bonyoluoltabb eljarast igényel, ezért ha praktikus szempontbol nem nagy az elénye, kar vele
bajlodni. Masrészt raadasul az OGMM kétlépesos eljarasa nemesak bonyolultabb, de véges
mintdban bizonytalanabb, s6t torz is lehet (lasd pl. Podivinsky, 1999).

A kérdés vizsgalatahoz egy egyszerli Monte Carlo szimuléaciot végeztiink el. A szimulacid
soran két kiilonb6zo adatgenerald folyamatot (DGP), egy homoszkedasztikust (DGP)) és egy
heteroszkedasztikust (DGP») vizsgaltunk. Mindkét folyamatban egy endogén magyarazé
valtozo (x) és 2 érvényes instrumentum volt (z; €s z;); a két instrumentum koziil z; jobban
korrelalt x-szel (vagyis erdsebb), z; kevésbé (gyengébb). DGP,-ben az instrumentumok
négyzetei korrelaltak a nem megfigyelt heterogenitas (u) négyzetével, igy u feltételesen
heteroszkedasztikus volt (Corr(u?,z,*)= Corr(u”,2,°)=0.25). A heteroszkedaszticitis mértéke
kozepesen erésnek mondhato6.

4 ¥ az az (L+1)x2 dimenzi6ju OLS paramétervektor, amelynek elsé oszlopaban x elsd elemének — a
konstansnak —, mésodik oszlopaban x masodik elemének — x-nek — a z vektoron futtatott regresszios
paramétereit becsiiljiik. Minthogy a konstans nem szorédik, annak paraméterei mind nullak, igy ¥ elsé oszlopa
is nullvektor.



A Monte Carlo szimuldcidban 50 ezerszer generaltunk mintat az adott DGP alapjan, és
ezeken a mintakon egyenként megbecsiiltiik g OLS, IV (IV csak z;-gyel), IV, (IV csak z;-
vel), 2SLS és OGMM becsléseit. Az 50 ezer ismétlés utan megvizsgaltuk a kiilonb6z6
modokon becsiilt fi—ek atlagos relativ eltérését a valosagtol (Rel.Bias vagyis relativ torzitas),
a szorodasat (Std vagyis szoras), valamint a torzitas €s a szorddas egyiittes hatasaként adodo
teljes eltérésnégyzetet (RMSE, root mean squared error). A Monte Carlo szimul4ciot
elvégeztiik 100, 1000 és 10 000 elemli mintékra is.

Az alabbi tablazat foglalja 6ssze szimulaciok eredményeit. A DGP-k pontos leirasat a
Fliggelék tartalmazza.

Tablazat: A Monte Carlo szimulaciok eredményei

DGP1 (homoszkedasztikus) DGP2 (heteroszkedasztikus)

OLS IV(z1) IV(z2) 2SLS OGMM | OLS IV(z1) IV(z2) 2SLS OGMM
n=100
Rel.bias 0.463 -0.084 -0.175 0.010 0.011 | 0.463 -0.044 1.334 0.014 0.012
Std 0.089 27.442 77.039 0.529 0.534 | 0.092 9.928 482.118 0.660 0.660
RMSE 0.472 27.442 77.039 0.529 0.534 | 0.472 9.928 482.119 0.660 0.660
n=1000
Rel.bias 0.464 -0.008 -0.094 0.000 0.000 | 0.464  -0.006 -0.105 0.001 0.001
Std 0.028 0.131 3.324 0.119 0.119 | 0.029 0.167 7.247 0.153 0.153
RMSE 0.465 0.131 3.325 0.119 0.119 | 0.464 0.167 7.247 0.153 0.153
n=10 000
Rel.bias 0.464 -0.001 -0.004 0.000 0.000 | 0.464  -0.001 -0.005 0.000 0.000
Std 0.009 0.040 0.102 0.037 0.037 | 0.009 0.052 0.132 0.048 0.048
RMSE 0.464 0.040 0.102 0.037 0.037 | 0.464 0.052 0.132 0.048 0.048

A szimulaciok rendben kimutatjak az ismert eredményeket: az OLS torz, és bar szorasa
minden mintanagysag mellett kisebb mint barmi mas becsléfiiggvényé, végeredményben
nagyon melléld. Az egyetlen instrumentumot hasznald instrumentélis becsléfliggvények kis
mintaban torzak, &m nagy mintéban ez eltlinik (konzisztencia). Az er0sebb IV-t (z1) hasznal6
becsldfiiggvénynek a kismintas torzitdsa és a szorasa is kisebb, mint a gyengébb
instrumentumot (z;) hasznal6é. Az instrumentumokat kombinal6 becsléfiiggvényekben
(2SLS, OGMM) gyakorlatilag eltlinik a kismintés torzitas, és a szoras is mindig joval kisebb,
mint az egy instrumentumot haszndlo I'V-k esetén. A heteroszkedasztikus DGP esetében
bizonytalanabbak becslések: a torzitdsok és a szorasok is altalaban nagyobbak.

Ami {6 kérdésiinket, a 2SLS és az OGMM viszonyat illeti, az eredmények meglehetdsen
egyértelmiick. Homoszkedasztikus DGP mellett a 2SLS kis mintaban precizebb (hiszen
kihasznélja a homoszkedaszticitas feltevését, ami itt helyes), kdzepes és nagy mintaban
azonban a kett0 teljesen azonos eredmény produkal. Heteroszkedasztikus DGP esetén a nagy
mintas hasonldsag megmarad, de kis mintdban sem jobb az OGMM. Az eredmények mogott
valosziniileg az all, hogy bar az OGMM gyorsabban konvergal a valds B-hoz (kisebb az
aszimptotikus variancidja), ez az elény praktikus szempontbdl elenyészd. Ugyanakkor
azonban az OGMM kétlépcsOs eljarasa plusz bizonytalansagot visz a becslésbe kis minta
esetén, ezért kis mintaban sincs meg az elénye a 2SLS-sel szemben.

Az analitikus és a szimulacids eredményeket a kdvetkezOképpen foglalhatjuk 6ssze. A 2SLS
elvileg is a legjobb (legisebb aszimptotikus varianciat ado) médon kombinalja az
instrumentumokat homoszkedasztikus esetben. Heteroszkedasztikus esetben elvileg van nala



jobb becslofliggvény, praktikusan azonban ennek az elvileg jobb becslésnek tobb a hatranya,
minta az elénye. A 2SLS megallja a helyét heteroszkedasztikus kornyezetben is, ezért
hasznaljuk csak batran.
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Fiiggel¢k
A Monte Carlo szimuldciokban hasznalt adatgeneralo folyamatok (DGP-k) pontos leirdsa

DGP;q:

z; ~ 11dN(0,0.5)

25~ 11dN(0,0.5)

x=0.5z1+02z+v

v ~ 11dN(0,cy) ugy, hogy ox=1

u ~N(0,1) ugy, hogy Corr(u,v)=0.5y= fix + u
pi=1

vagyis: endogén x, 2 érvényes instrumentum z; & z», z; erésebb:
Corr(x,u) = 0.464

Corr(u,z;) = Corr(u,z;)=0.

Corr(z;,x) = 0.25, Corr(zz,x) = 0.10.

Homoszkedaszticitas: Corr(u?, z,%) = Corr(i?, z,°)=0.

DGPZ:

z1~11dN(0,0.5)

2o~ 11dN(0,0.5)

x=0521+02z +v

v ~ 11dN(0,0y) tgy, hogy ox=1

u ~N(0,1) ugy, hogy Corr(u,v)=0.5y= fix +u
pi=1

vagyis: endogén x, 2 érvényes instrumentum z; & z;, z; erésebb:

Corr(x,u) = 0.464

Corr(u,z;) = Corr(u,z;)=0.

Corr(z;,x) = 0.25, Corr(zz,x) = 0.10.

Heteroszkedaszticitas: Corr(u?, z,%) = Corr(u*, z,°)=0.25, amit egy autoregresziv kondicionalis
heteroszkedaszticitas (ARCH) modell general:



u=yv+e

e=ex4/0.5+z +27, SNiidN(O,O'g),hogy o,=1



